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Recordeu que es tracta d’un joc de llengua
(vegeu l’article introductori al núm. 33 de
la SCM/Not́ıcies). Cal resoldre els enigmes
lingǘıstics següents, a partir de la definició
donada i les pistes incloses.

Exemple: «Explicà els seus problemes per-
què li acceptessin l’article» (6 lletres). La
resposta és «refeŕı», sinònim de «explicà» que
sona molt semblant al referee que revisa els
articles sotmesos per publicar.

En cas de dubte podeu trobar-ne les respos-
tes al peu de pàgina.2

1. Pot ser angle, i també beneit, enze, llondro,
tanoca, dur de closca i tros de quòniam
(5 lletres)

2. El poĺıgon preferit per Rocky Balboa (11
lletres).

3. Criteri de convergència que s’amaga al jard́ı
(5 lletres).

4. Decisiu a l’hora d’estudiar si una matriu és
invertible (11 lletres).

5. Funció que descriu detalladament l’estat de
la sang (9 lletres).

6. Lligat a la cadira fins que completi la demos-
tració d’un teorema antic (6 lletres).

7. Utilitza el ratoĺı per visitar una pàgina web
dedicada als grafs complets (5 lletres).

8. Volum que conté els aspectes fonamentals
de la teoria de les catàstrofes (menys de 5
lletres).

Tesis

• Ángel Arroyo Garćıa va llegir la seva tesi, dirigida per José González
Llorente, titulada Nonlinear Mean Value Properties related to the p-
Laplacian, el dia 26 de maig de 2017. La tesi correspon al Departament de
Matemàtiques de la Universitat Autònoma de Barcelona.

El tema principal de la tesi s’emmarca dins de
la teoria geomètrica de funcions, les equacions
en derivades parcials no lineals i la teoria de
jocs. En concret, la tesi es dedica a l’estudi de
propietats del valor mitjà no lineals relaciona-
des amb el p-laplacià,

∆pu = div(|∇u|p−2∇u),

un operador en derivades parcials definit per a
tot 1 < p < ∞ i que generalitza el laplacià
clàssic (p = 2). Les solucions febles del p-
laplacià es coneixen com a p-harmòniques. En
particular, si u ∈ C2 és una funció p-harmònica,

llavors verifica l’anomenada propietat del valor
mitjà asimptòtic

u(x) = p− 2
n+ p

· 1
2

(
sup
B(x,r)

u+ inf
B(x,r)

u

)
+ n+ 2
n+ p

∫
B(x,r)

u+ o(r2) (r → 0),

per a tot x, tal que ∇u(x) 6= 0, on n
és la dimensió de l’espai. Aquesta fórmula
constitueix el punt clau en la connexió entre
les propietats del valor mitjà no lineals i el p-
laplacià. D’altra banda, de la mateixa manera
en què la propietat del valor mitjà és la base

2
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de la interpretació estocàstica de les funcions
harmòniques, recentment s’ha descobert una
connexió entre propietats del valor mitjà no
lineals associades al p-laplacià i certs jocs
estocàstics, coneguts en la literatura com a tug-
of-war games. Tals jocs es poden entendre com
una generalitzacio del concepte camı́ aleatori
(random walk), un anàleg discret del moviment
brownià.

Durant l’elaboració d’aquesta tesi, s’han
realitzat aportacions significatives a l’estudi
d’aquests problemes:

Propietat del valor mitjà asimptòtic per
a funcions p-harmòniques al pla ([4]). Atès
que les funcions p-harmòniques es defineixen
com solucions febles d’una equació en deriva-
des parcials, aquestes no són C2 en general.
En un resultat previ de Manfredi-Parviainen-
Rossi ([8]) es demostra que qualsevol funció
cont́ınua verificant la propietat del valor mitjà
asimptòtic és p-harmònica. En canvi, el rećıproc
és molt més delicat. Per al cas n = 2 i
1 < p < ∞, hem provat que tota funciò
p-harmònica compleix la propietat del valor
mitjà asimptòtic. Aquest teorema millora un
resultat previ de Lindqvist-Manfredi ([6]) per
n = 2 i 1 < p < 9.52 . . . D’altra banda, per
n ≥ 3, el el rećıproc és una qüestió encara
oberta.

Regularitat a priori de les solucions de la
propietat del valor mitjà no lineal en es-
pais mètrics de mesura ([5]). Sigui (X, d, µ)
un espai mètric de mesura. Donat Ω ⊂ X un
domini acotat, demostrem regularitat Hölder i
Lipschitz (local) per a solucions cont́ınues de la
propietat del valor mitjà no lineal en boles de
radi variable dins de Ω,

u(x) = α

2

(
sup

B(x,%(x))
u+ inf

B(x,%(x))
u

)
+ (1− α)

∫
B(x,%(x))

u dµ,

per a tot x ∈ Ω, on % és una funció de
radis prou regular. Aquest resultat generalitza
alguns resultats previs: en primer lloc, estén un
resultat d’Adamowicz-Gaczkowski-Górka ([1])
en el cas lineal; i en segon lloc, generalitza
resultats de Manfredi-Parviainen-Rossi i Luiro-
Parviainen-Saksman ([9, 7]) per a boles de radi
constant en l’espai euclidià a boles de radi

variable en dominis d’espais mètrics.

Problema de Dirichlet per a la propietat
del valor mitjà no lineal en dominis
estrictament convexos de Rn ([3]). Donat
Ω ⊂ Rn un domini acotat i estrictament convex
de Rn, provem l’existència i la unicitat de
funcions verificant la propietat del valor mitjà
no lineal en boles de radi variable amb dada
frontera fixada.

Jocs de tipus tug-of-war i el p(x)-laplacià
normalitzat ([2]). Hem obtingut resultats
que inclouen l’existència i la unicitat de so-
lucions del dynamic programming principle
(bàsicament, certa propietat del valor mitjà as-
sociada al joc estocàstic) i també de regularitat
asimptòtica de les solucions, en determinades
restriccions geomètriques sobre el domini.
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spaces». Preimpressió: arXiv:1601.03919.
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• David Contreras Aguilar va llegir la seva tesi, dirigida per la Dra. Maria
Salamó Llorente, titulada Integració de tècniques de personalització basades
en el comportament col·laboratiu de l’ésser humà amb interf́ıcies d’usuaris
intel·ligents, el dia 21 de juliol de 2017. La tesi correspon al Departament de
Matemàtiques i Informàtica de la Universitat de Barcelona.

Aquesta tesi està enfocada en la problemàtica
associada a la personalització d’informació per
a usuaris que interactuen amb grans volums
d’informació. En concret, la tesi se centra en
l’estudi dels sistemes de recomanació conversa-
cionals basats en cŕıtiques [1] com a eines per
ajudar els usuaris en la recerca de productes
o serveis. Els sistemes de recomanació basats
en les cŕıtiques permeten recollir informació
associada a les preferències de l’usuari a través
d’un procés conversacional, en el qual l’usuari
pot realitzar una retroalimentació a les reco-
manacions rebudes. Aquest tipus de tècnica
de recomanació en forma de diàleg ćıclic, que
caracteritza els sistemes de recomanació basats
en cŕıtiques, ha demostrat resultats satisfac-
toris en estudis previs orientats principalment
al domini de comerç electrònic. No obstant
això, quan un usuari en el món real es troba
en una botiga f́ısica, té la possibilitat d’inte-
ractuar i comunicar-se amb altres compradors.
A més, avui dia existeixen entorns virtuals
col·laboratius, la majoria en tres dimensions,
on els usuaris es poden comunicar amb altres
persones i sentir-se immersos en un món virtual.

Aquesta tesi se centra a aprofitar el com-
portament col·laboratiu de les persones per
millorar les recomanacions de productes o
serveis. En concret, l’objectiu de la tesi és
definir i integrar noves tècniques de persona-
lització amb interf́ıcies d’usuaris intel·ligents,
basades en el comportament col·laboratiu de
l’ésser humà i en la informació recollida de
les interaccions de les persones tant amb la
interf́ıcie com amb altres usuaris. La tesi es
divideix en dues parts. En la primera part,
descriu les noves tècniques de recomanació que
incorporen informació col·laborativa. En la se-

gona part, presentem noves interf́ıcies d’usuari
intel·ligents implementades en diferents entorns
de visualització i que integren les tècniques de
recomanació proposades en aquesta tesi.

Les noves tècniques de recomanació pro-
posades integren, d’una banda opinions dels
usuaris sobre els productes [2], i de l’altra, inte-
gren recomanacions històriques d’altres usuaris
que han utilitzat el sistema de recomanació
prèviament i, finalment, integren avanços en els
estudis anteriors que han demostrat millorar els
processos de recomanació. Addicionalment, en
aquesta tesi s’han proposat altres tècniques ba-
sades en informació col·laborativa instantània
que es pot obtenir del sistema de recomanació,
aix́ı com d’altres usuaris que estan utilitzant el
sistema en el mateix moment.

Les interf́ıcies d’usuari intel·ligents que es
proposen en aquesta tesi es basen en entorns
de visualització en 2D i 3D. En primer lloc, es
proposa un marc basat en un entorn web en
dues dimensions que permet integrar tècniques
basades en informació provinent d’opinions i
recomanacions històriques d’altres usuaris. En
segon lloc, s’ha proposat un marc basat en un
entorn virtual cooperatiu en tres dimensions
que permet integrar tècniques basades en in-
formació col·laborativa que es genera per la
interacció dels usuaris dins de l’entorn virtu-
al [3, 4].

L’anàlisi dels resultats, obtinguts a través
de les avaluacions realitzades amb un simula-
dor i amb usuaris reals, revela que tant les
noves tècniques proposades com les interf́ıcies
d’usuaris intel·ligents obtenen resultats molt
satisfactoris, que superen significativament els
resultats obtinguts amb tècniques de recoma-
nació d’estudis previs.
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D’acord amb els resultats obtinguts, a la
tesi es conclou que la incorporació d’informació
col·laborativa en noves tècniques de recomana-
ció afavoreix l’eficiència i eficàcia dels sistemes
de recomanació basats en cŕıtiques. A més, les
noves interf́ıcies d’usuaris intel·ligents proposa-
des en aquesta tesi representen un avenç en
el desenvolupament d’interf́ıcies d’usuari per a
sistemes de recomanació basats en cŕıtiques.
Aquestes interf́ıcies, a més d’afavorir la integra-
ció de tècniques de recomanació col·laborativa,
milloren l’experiència dels usuaris durant les
sessions de recomanació, la qual cosa és cor-
roborada pels usuaris que van participar en els
experiments.
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• Roc Oliver Vendrell va llegir la seva tesi, dirigida pel Dr. Jordi Pau
Plana, titulada Hankel Operators on Vector-valued Bergman spaces, el dia
14 de setembre de 2017. La tesi correspon al Departament de Matemàtiques
i Informàtica de la Universitat de Barcelona.

La teoria dels espais de Bergman en valors
escalars ha estat ben estudiada en molts as-
pectes i ha estat el centre d’estudi de l’anàlisi
complexa durant molts anys amb moltes aplica-
cions conegudes tant en les matemàtiques com
en altres àmbits. En el nostre cas, estudiem
una generalització emergent d’aquests espais.
Sigui Bn la bola unitat de l’espai complex
Cn de dimensió n ≥ 1 i sigui X un espai
de Banach qualsevol. En aquesta tesi ens
centrem a estudiar propietats i operadors entre
generalitzacions d’aquests espais, els espais de
Bergman en valors vectorials Ap(X) en Bn. Per
0 < p < ∞, definim els espais Ap(X) com a
espais de funcions vectorials holomorfes a Bn,
f : Bn → X, tal que

‖f‖Ap(X) =
∫
Bn

‖f(z)‖X dvα(z) <∞,

on dvα(z) = cα(1 − |z|2)αdv(z), dv és la
mesura de volum normalitzada en Bn, cα és una
constant de normalització per tal que vα(Bn) =

1 i α > −1 per tal que en funcions constants
sigui tot finit. Notem que si X = C obtenim els
espais de Bergman tradicionals, denotats com
Ap. La incorporació de funcions vectorials en els
espais de Bergman històricament és molt recent
i de gran impacte, aqúı rau l’interès.

Un dels resultats més recents i més innova-
dors dels espais de Bergman en valors escalars
Ap ha estat gràcies a Pau i Zhao, que han fet la
demostració de la descomposició feble d’aquests
espais per a qualsevol p > 1. Recordem que
per a valors de p ≤ 1 ja va ser demostrat per
Coifman, Rochberg i Weiss molts anys abans.
Aquest va ser un punt important en la tesi,
ja que ens va poder donar la clau per poder
demostrar en el caṕıtol 5 la descomposició feble
dels espais de Bergman en valors vectorials
Ap(X) per a tot p ≥ 1 de la forma més
general. Per poder definir la factorització feble
dels espais Ap(X), primer de tot hem de definir
el producte feble entre dos espais de Banach
X i Y . Sigui x � y un producte general ben
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definit entre dos elements x ∈ X i y ∈ Y .
Aleshores l’espai de producte feble X�̂Y és la
completació de sumes finites∑

k

xk � yk, {xk}k ⊂ X, {yk}k ⊂ Y,

amb la norma que és l’́ınfim de les sumes
següents ∑

k

‖xk‖X ‖yk‖Y

de totes les possibles descomposicions. Aix́ı, el
resultat de la descomposició feble dels espais de
Banach en valors vectorials és

Aq(X�̂Y ) = Ap1(X)�̂Ap2(Y ),

amb normes equivalents, per a tot q ≥ 1
i p1, p2 > 1, tal que 1/q = 1/p1 + 1/p2.
Cal dir que en els casos q > 1 cal imposar
certa condició en l’espai de Banach Y . Aquests
resultats no tan sols generalitzen el cas escalar
sinó que també proven altres casos, com la
descomposició feble dels espais de Bergman en
el polidisc, que fins ara era un problema obert.

Per poder demostrar aquesta descomposició
usem mètodes semblants als que fan servir Pau
i Zhao. A més, per dur-la a terme necessitem
estudiar caracteritzacions de l’acotació dels
operadors de Hankel petit entre els espais de
Bergman en valors vectorials Ap(X). En el
nostre cas, la generalització de l’operador de
Hankel petit que usem és la següent: sigui
T : Bn → L(X,Y ) una funció d’operador

vectorial que és holomorfa anomenada śımbol
de l’operador hT , aleshores

hT f(z) :=
∫
Bn

T (w)f(w)
(1− 〈z, w〉)n+1+αdvα(w),

on X és el complex conjugat de l’espai de
Banach X. L’estudi de la caracterització de
l’acotació d’aquests operadors entre espais de
Bergman en valors vectorials consistiria a estu-
diar quan els operadors

hT : Ap(X) −→ Aq(Y )

són acotats per a qualsevol 1 < p, q <∞ en fun-
ció del śımbol T . En la teoria clàssica, aquestes
caracteritzacions normalment venen donades en
funció de si el śımbol forma part d’un espai de
funcions en particular, concretament el mateix
espai de Bergman o els espais de Bloch. En
el cas de funcions vectorials obtenim resultats
similars per a qualsevol valor de p i q. Aquests
resultats es recullen en el caṕıtol 4 de la tesi.

Cal dir que per obtenir tots aquests re-
sultats s’ha hagut de fer primerament un
exhaustiu estudi tant dels espais de Bergman
en valors vectorials com dels espais de Bloch
en valors vectorials, que es recopilen en els
caṕıtols 2 i 3. Finalment, usant les mateixes
eines, en el caṕıtol 6 vam poder demostrar de
manera similar la caracterització de l’acotació
de l’operador de Hankel gran entre espais de
Bergman en valorsvectorials per a diferents
valors de p i q.

• Eslam Essam Ebrahim Farag (Eslam Badr) va llegir la seva tesi,
dirigida pel Dr. Francesc Bars Cortina, titulada On the stratification of
smooth plane curves by automorphism groups, el dia 28 de setembre de
2017. La tesi correspon al Departament de Matemàtiques de la Universitat
Autònoma de Barcelona.

Les corbes llises projectives sobre un cos k amb
grup d’automorfisme no trivial sempre reben
una atenció especial en geometria aritmètica.
Seguint la filosofia de la teoria de les equacions
de Diofant, el cas més senzill a considerar
correspon a corbes planes no singulars sobre k,
és a dir, corbes k-isomorfes donades pels zeros
d’un polinomi homogeni de grau d no singular
en tres variables F (X,Y, Z) a coeficients en k
(pensant-ho llavors dins P2), i assumim des del

principi que dites corbes planes tenen gènere
geomètric g = (d−1)(d−2)

2 ≥ 3. En la tesi,
estudiem l’estratificació de les corbes planes
nolsingulars pel seu grup d’automorfisme i
tractem tant aspectes de geometria algebraica
com de geometria aritmètica.

Fixem k una clausura algebraica de k, amb
k. En la primera part de la tesi, s’aporta
un estudi detallat (un cop fixat el gènere g
i G un grup finit), de l’estrat MPl

g (G) (dins
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l’espai de moduli de corbes llises projectives
de gènere g sobre k mòdul k-isomorfisme), on
els seus k-punts corresponen a corbes planes
no singulars C sobre k de gènere g mòdul k-
isomorfisme on el grup d’automorfismes de C
té un subgrup isomorf a G (en aquesta primera
part considerem que k té caracteŕıstica zero o >
13). En particular, s’aporta un estudi detallat
de l’estructura del grup d’automorfisme G que
poden aparèixer en aquests estrats (quan són
no buits) i la famı́lia d’equacions associades
als estrats anteriors, especialment per a grups
ćıclics o grups que surten de corbes planes no
singulars amb automorfisme «gran».

En segon lloc, sigui C una corba projectiva
llisa definida sobre k, on C ×k k (la corba
sobre k), és una corba plana no singular sobre
k. Estudiem propietats i caracteritzacions per
als cossos k ⊂ F ⊂ k, on C ×k F admet un
model pla sobre F , és a dir, que C ×k F és una
corba plana no singular sobre F , i també fer-
nos la mateixa pregunta per a tots els twists
de C sobre k (és a dir, corbes llises sobre k
isomorfes a la clausura algebraica a C), on
assumim que k és un cos perfecte. L’estudi
dels twists el fem (en el cas que C tingui
model pla sobre k) considerant la immersió en
P2
k

(del sistema lineal g2
d únic pel fet de ser

plana amb d ≥ 4) en comptes del donat pel
model canònic en Pg−1

k
. Més concretament, és

C una corba plana no singular sobre k o no?; i
si la resposta és afirmativa, cada twist de C
també és una corba plana no singular sobre
k? Per les dues preguntes la resposta és «no»
en general, no ho és. Obtenim resultats per a
les corbes que les preguntes anteriors sempre
tenen una resposta afirmativa i mostrem di-
ferents exemples relacionats amb la resposta
general negativa. Curiosament, en la manera
d’obtenir aquests exemples hem de treballar
amb superf́ıcies no trivials de Brauer-Severi,
i podem calcular equacions expĺıcites d’una
superf́ıcie de Brauer-Severi no trivial (la trivial
correspon al pla projectiu). Pel que sabem,
aquesta és la primera vegada que s’expliciten
aquestes equacions.

En la tercera part de la tesi, amb k perfecte
de caracteŕıstica p = 0 o > 13, obtenim la
anomenada classificació representativa sobre k
dels estrats no buits MPl

6 (G), és a dir, primer
trobem tots els grups G que poden aparèixer
per a d = 5, donem les famı́lies d’equacions

en aquests casos, depenen de certs paràmetres
(relacionats amb la dimensió de l’estrata); però
a més, volem que si tenim un k-punt de
l’estrat, llavors un twist d’aquest hi sigui com
a especialització a k dels paràmetres de les
families d’equacions anteriors, obtenir aquestes
famı́lies correspon a donar la classificació repre-
sentativa sobre k per a l’estrat. Curiosament,
en la forma d’aconseguir aquestes famı́lies, hi
trobem dos fenòmens que no succeeixen en
corbes planes no-singulars de grau 4. Un és
l’existència d’estrat final en corbes planes és
no zero dimensional. A primera vista, pot
semblar estrany, però mostrem que aquesta
és una situació normal per a graus d ≥ 5
i hi aportem una explicació. Donem també
expĺıcitament famı́lies representatives per a tots
els estrats, excepte l’estrat amb el grup d’auto-
morfisme ćıclic d’ordre 5 (en el qual demostrem
l’existència d’aquesta famı́lia representativa).

L’últim caṕıtol de la tesi correspon a l’estu-
di de cossos de moduli versus cossos de definició
per a corbes C planes no singulars sobre k amb
k perfecte de caracteŕıstica p = 0 o p > 13.
Es coneix que els dos cossos poden ser diferents
només quan el grup és un tipus de grup Hessià o
grup diagonal (tesi de B. Huggins, UC Berkeley
2010). Sigui C una corba plana no singular
sobre k, i suposem que el grup d’automorfisme
de C és PGL3(k), conjugat a un grup diagonal.
En la tesi, aportem algunes caracteritzacions
d’aquestes corbes no definibles sobre el seu cos
de moduli, i altres que śı. Els nostres resultats
en aquest caṕıtol es poden utilitzar com a
font constructiva de molts exemples de corbes
planes no singulars amb automorfisme ćıclic on
el cos de moduli no és un cos de definició.

Part de la contribució a la memòria s’ha
tradüıt en les publicacions i preimpressions
següents:

Referències
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• Mireia Llorens Massana va llegir la seva tesi, dirigida per Armengol
Gasull Embid i Vı́ctor Mañosa Fernández, titulada Estudi de la dinàmica
d’algunes aplicacions al pla, el dia 9 d’octubre de 2017. La tesi correspon al
Departament de Matemàtiques de la Universitat Autònoma de Barcelona.

L’objectiu d’aquesta tesi doctoral és estudiar
la dinàmica associada a certes aplicacions en
el pla, incloent l’estudi d’objectes com ara
les òrbites periòdiques, els continus de punts
periòdics, els nombres de rotació i les simetries
de Lie, entre d’altres.

Més espećıficament, es prova que qualsevol
aplicació birracional integrable del pla que pre-
servi una fibració de gènere 0 té una simetria de
Lie i una mesura invariant, la qual cosa permet
una nova via per a l’estudi de la dinàmica
global d’aquestes aplicacions. En particular,
per a exemples concrets es dona l’expressió
expĺıcita de la funció nombre de rotació i
del conjunt de peŕıodes de les aplicacions
considerades.

A la vegada, també es presenten tres meto-
dologies per trobar el continu de punts periòdics
amb un peŕıode fix per a aplicacions racionals
integrables amb integral primera racional. Les
dues primeres metodologies són conegudes, la
tercera és nova. Al treball s’apliquen aquests
mètodes quan les aplicacions són birracionals
i les corbes de nivell de les integrals primeres
tenen o bé gènere 0, o bé 1, de forma genèrica.
A diferència dels altres mètodes, en què es
fa servir l’estructura algebraica de les corbes
invariants, el nou mètode és estrictament com-
putacional, i es basa en l’estudi de la resultant
associada a les equacions que caracteritzen les
òrbites periòdiques i les corbes algebraiques
invariants.

D’altra banda, en aquesta tesi, s’estudien
certes transformacions de Landen. Es presen-
ten diversos exemples i s’apliquen al càlcul
d’integrals definides. Considerem, per exemple,

la transformació de Landen associada a una
integral racional formada per polinomis amb
termes parells, amb el numerador de grau 4 i el
denominador de grau 6. Aquesta transformació
té un sistema dinàmic associat definit per una
aplicació al pla estudiada per Boros i Moll
(2000), i per Chamberland i Moll (2006). Al
treball es presenten les diferents regions invari-
ants d’aquest sistema dinàmic, i la relació entre
la dinàmica de l’aplicació i la convergència de
la integral considerada. Per al sistema dinàmic
associat, es prova l’existència de punts fixos i
3-periòdics per demostrar que una conjectura
proposada a V.H. Moll a Numbers and functi-
ons. From a classical experimental mathema-
tician’s point of view. Student Mathematical
Library, 65 (American Mathematical Society,
Providence RI 2012), no és certa. Per provar-
ho, es desenvolupa una metodologia que pot ser
aplicada a l’estudi dels punts periòdics d’altres
sistemes dinàmics discrets. Aquesta metodolo-
gia consisteix a: convertir la caracterització dels
punts periòdics en un problema algebraic; la
combinació d’un algorisme basat en el mètode
de Sturm per isolar totes les arrels reals d’un
polinomi d’una variable i d’un procediment
per descartar possibles solucions per a sistemes
d’equacions polinòmiques, i en l’aplicació del
teorema de Poincaré-Miranda.

Finalment, es fa un estudi numericoanaĺıtic
que mostra evidències de l’existència de com-
portaments homocĺınics associats a un dels
punts fixos de l’aplicació i de punts a la
intersecció de la varietat inestable d’aquest
punt fix i el conjunt de no-definició del sistema
dinàmic.
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